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INTRODUCTION. 


La théorie générale, non seulement des équations différentielles, mais 
encore des problèmes de toute espèce auxq uels l’Analyse moderne a donné 
naissance, a été fondée par le théorème de Cauchy sur l’existence des 
intégrales d’une équation différentielle quelconque. 

Cauchy lui-même et ses successeurs ont généralisé ce résultat de diverses 
manières : ils sont ainsi parvenus à définir les solutions cherchées et à les 
étudier localement, c’est-à-dire dans une région suffisamment restreinte 
entourant un point donné (ordinaire ou même singulier). Mais on se 
rend compte aujourd’hui de la distance qui existe entre une pareille étude 
et la connaissance complète de la solution; l’une des préoccupations prin¬ 
cipales des géomètres de notre époque est de sortir du domaine à la con¬ 
sidération duquel les méthodes anciennes étaient ainsi forcément limitées. 

Cette préoccupation a été la mienne, quoiqu’elle m’ait amené, de proche 
en proche, à certains travaux n’ayant plus avec elle aucun rapport direct. 
J’ai été conduit à y répondre dans deux sens très différents l’un de l’autre. 

Les principaux sujets auxquels ont été consacrées mes publications scien¬ 
tifiques sont en effet les suivants : 

Étude d’une fonction définie par une série de Taylor; 

Propriétés des fonctions entières; 

Fonction Ç(s) de Riemann et fonctions analogues; 
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Équations différentielles réelles; 

Équations aux dérivées partielles, au point de vue de. la Physique mathéma- 

Les trois premiers forment un seul et même groupe de recherches, déri¬ 
vant de l’étude de la série de Taylor et des fonctions de variables com, 
plexes; les deux derniers se rapportent, au contraire, exclusivement au 
domaine réel. 


résolus les problèmes les plus importants du Calcul intégral, au point de 
vue restreint dont nous avons parlé tout à l’heure. Réduites à ce qu’elles 
ont de plus frappant et de plus essentiel, les conclusions des recherches 
qui ont été entreprises à ce point de vue peuvent s’énoncer ainsi : 

Tout problème de Calcul intégral dont les données sont analytiques admet 
une solution représentable, dans un domaine convenablement choisi, par une 
série de Taylor. 

Si donc on s’astreint à considérer exclusivement des fonctions analy¬ 
tiques, — et ce point de vue, tout en ayant cessé, à juste titre, d’être consi¬ 
déré comme le seul auquel on doive se placer, conserve et conservera, 
sans doute, toujours une importance primordiale, — on peut dire que per¬ 
fectionner l’étude de la série de Taylor, c’est perfectionner du même coup 
l’Analyse entière. 

Si la connaissance d’une série entière était adéquate à la connaissance 
parfaite de la fonction / qu’elle représente, les problèmes dont j’ai parlé 
en commençant devraient être considérés comme résolus en principe. Il 
semble au premier abord qu’il pourrait en être ainsi, puisque la fonction/ 
est complètement déterminée par un quelconque de ses développements 
de Taylor. Ce n’est pas, cependant, ce qui a lieu dans l’état actuel de la 
Science. Une série de Taylor, précisément en raison de sa grande géné¬ 
ralité, ne donne de la fonction correspondante qu’une idée très incomplète. 

L’importance d’une telle lacune résulte de ce que nous venons de dire. 
Le problème qui se pose est de la combler en apprenant, d’une part, à cal¬ 
culer la fonction f dans tout son domaine d’existence (et non plus seulement 
dans le cercle de convergence de la série), autrement dit à en effectuer le 
prolongement analytique; d’autre part, à en reconnaître les propriétés. 
Ce double problème est, d’ailleurs, indissolublement lié à la recherche 



(les points singuliers de/, puisque ceux-ci constituent, au point de vue de 
la théorie moderne des fonctions, la plus importante des propriétés de/, 
et que, d’autre part, leur connaissance est indispensable au prolongement 
analytique, ce prolongement devant nécessairement les éviter. 

Lorsque je publiai (1888-1889) mes deux premières Notés au sujet du 
problème ainsi posé, on peut dire qu’il n’avait pas été abordé par les 
analystes. Un seul travail fait exception (') : c’est une courte Note de 
M. Lecornu (Comptes rendus, t. CIV, 7 février 1887), où l’auteur énonce, 
sur la position du point singulier le plus rapproché de l’origine, un résultat 
que rend vraisemblable l’examen des cas les plus élémentaires ( 2 ). M. Le¬ 
cornu n’était pas arrivé à démontrer ce résultat : il n’aurait d’ailleurs pu 
le faire sans insister davantage sur la façon dont il fallait entendre l’énoncé ; 
car, à un certain point de vue, le théorème ne serait pas exact («où 1 plus 
loin, Chap. I er ). Au contraire, l’exactitude de la proposition, convenable¬ 
ment précisée, a été établie, mais beaucoup plus tard (1896), grâce aux 
travaux de M. Fabry. 

L’état de la question n’avait pas changé en 1892, moment où mes 
recherches aboutirent à la publication de ma Thèse. 

Il semblait, à cette époque, que ce genre de recherches ne devait pas 
être abordé : que les tentatives faites dans cette voie ne pouvaient aboutir, 


prix de longs efforts, qu’à des résultats peu étendus et de forme extrê- 





sur cette question ont été beaucoup plus satisfaisants qu’on ne pouvait 
l’espérer au premier abord ( ' ). 


Ainsi que je l’ai expliqué ailleurs (7) (’), il était, pour ainsi dire, fatal 
que le problème dont nous parlons fût abordé par deux classes de mé¬ 
thodes entièrement indépendantes l’une de l’autre. Cette dualité est une 
conséquence de la difficulté même de la question, de la trop grande 
généralité d’une fonction définie par un développement de Taylor tout à 
fait quelconque : généralité beaucoup plus étendue qu’il ne serait utile 
pour les applications et embrassant des cas extrêmement compliqués qui 
ne se rencontreront sans doute jamais dans la pratique. Malheureusement, 



a priori sur la nature des singularités cherchées. Je montre comment, à 
lui seul, un traitement convenable des formules qui donnent les coefficients 
de f(x + h) en fonction de ceux de /(æ) permet souvent de démontrer 
l’existence de points singuliers sur le cercle de convergence ; comment 
même, de cette façon, on obtient une foule de cas dans lesquels on peut 
affirmer que le cercle de convergence est une ligne singulière. 

On sait que cette dernière circonstance avait depuis longtemps préoc- 







Dans ces divers exemples, l’existence de la coupure circulaire paraissait 
découler de propriétés toutes particulières de la fonction étudiée : c’était 
soit l’allure de cette fonction le long de la ligne singulière (Weierstrass, 
Darboux), soit son allure dans le voisinage de cette ligne (Lerch), soit 
encore une équation différentielle ou fonctionnelle vérifiée par cette fonc¬ 
tion (Lerch, Mérav, Fredholm) qui fournissait la conclusion demandée. 

J’ai pu établir, pour la plupart de ces fonctions, dès 1892, que l’exis¬ 
tence de la singularité en question était due à une cause unique et bien 
simple : la rareté de plus en plus grande des termes. Sans arriver, à cet 
égard, à un théorème aussi général que celui que j’avais en vue (*), j’ai 
montré que la coupure se présentait forcément dès que les termes de la 
série, au lieu de contenir toutes les puissances successives de la variable, 
étaient affectés d’exposants c„c„ . de plus en plus éloignés les uns 

des autres, les différences c„ +) — c„ augmentant avec une rapidité suffisante. 

Auparavant, j’avais obtenu la même conclusion pour des cas d’une na¬ 
ture toute différente, puisqu’il s’agissait, cette fois, de séries dans lesquelles 
toutes les puissances de la variable peuvent être représentées, mais dans 
lesquelles les termes se partagent en différents groupes, entremêlés sui¬ 
vant une loi quelconque, et qui fournissent, indépendamment les uns des 
autres, les différents points singuliers. 

La remarque qui m’avait servi à obtenir la plupart de ces résultats est, en 
effet, la suivante : dans les séries auxiliaires à la discussion desquelles corn 
duit la question posée, on peut se borner à considérer certains groupes 
composés chacun d’un nombre fini de termes. La fécondité de ce principe 
a été prouvée par les importants résultats qui en ont été déduits dans les 
travaux qui ont suivi le mien : c’est lui qui est à la base d’une partie des 
raisonnements de M. Borel et de la plupart de ceux de MM. Fabry et Leau. 
On sait, en particulier, que son emploi conduit à considérer le cas où le 
cercle de convergence est une coupure comme la règle et non plus comme 
l’exception. 


(') La proposition obtenue dans ma Thèse s’appliquait à tous les exemples qui 







Dans les deux dernières parties de mon travail, je passé, au contraire, à 
la recherche de singularités de nature déterminée en commençant par lé 
cas le plus simple, mais aussi le plus fréquent dans beaucoup d’applications, 
celui des singularités polaires. 

Dans ce cas la question reçoit une solution complète. On peut suivre la 
fonction dans tout le plan, en calculer la valeur et trouver les affixes des 
' différents pôles. 

Aussi, quelque particulier que l’on puisse le juger, ce cas mérite-t-il de 
retenir l’attention. En fait, son étude a déjà conduit à un grand nombre 
de conséquences utiles. Pour n’en citer qu’une, les résultats obtenus 
donnent la résolution de toute équation algébrique ou transcendante dont 
le premier membre est une fonction régulière, et cela par des formules qui 
(au point de vue théorique bien entendu) sont plus simples qu’on ne pou¬ 
vait l’espérer et devaient me permettre d’étudier avec une extrême facilité 
la distribution des racines de l’équation qui ont un module élevé. 

Dans la dernière Partie, je reviens aux points singuliers situés sur la 
circonférence du cercle de convergence, pour les étudier en les classant 
d’après leur nature. L’étude à laquelle on est ainsi conduit est assez minu¬ 
tieuse, mais deux résultats se dégagent très simplement. 

En premier lieu, moyennant une hypothèse toujours vérifiée dans les 
cas usuels, on peut former une série de polynômes qui converge vers la 
valeur de la fonction, non seulement à l’intérieur du cercle, mais en tout 
point non singulier de sa circonférence. Cette série est celle qui résulterait 
d’une suite d’opérations considérée par MM. Frobenius et Hôlder. Ces 
savants avaient constaté que, si leur algorithme convergeait, il conver¬ 
geait vers la valeur de la fonction, la convergence ne pouvant d’ailleurs 
avoir lieu que si les coefficients vérifiaient l’hypothèse à laquelle je faisais 
allusion tout à l’heure. Mais leurs méthodes ne leur permettaient nulle¬ 
ment de dire si ces conditions étaient suffisantes pour qu’il y eût conver¬ 
gence et en quels points celte convergence avait lieu. Je donnais donc 
le premier exemple d’une série de polynômes déduite directement du 
développement de Maclaurin et convergente d’une part en tous les points 
où ce dernier est valable, d’autre part (du moins dans des cas très géné¬ 
raux) en une infinité de points où il est en défaut. 

Secondement, l’introduction d’une certaine intégrale définie permet de 
trouver, d’une infinité de manières, une suite de nombres par lesquels on 
peut multiplier les coefficients successifs sans changer les singularités de 





va être question plus loin) qui, dans ces dernières années, a acquis à la 
Science le plus grand nombre de résultats, üne très grande partie de ceux-ci 
ont d’ailleurs été obtenus par le développement des méthodes mêmes que 
j’avais indiquées. 

Je n’ai pas perdu de vue, dans la suite, cette catégorie de questions, et, 
en 1897, j’ai démontré, également par la considération d’une intégrale 
définie, un théorème qui fait connaître les singularités possibles de la 
série quand on connaît celles de la série et de la série 

Cette proposition dérive évidemment du même principe que le 
théorème mentionné en dernier lieu; comme lui, elle offre cet avantage 
de s’appliquer à toute l'étendue du plan. Aussi, ce travail a-t-il attiré l’atten¬ 
tion des géomètres sur le principe en question et provoqué une nouvelle 
série de recherches ayant pour objet d’en obtenir de nouvelles applications. 

Fonctions entières. — Les formules démontrées dans ma thèse relative¬ 


ment aux singularités polaires ont trouvé une application immédiate dans 
un Mémoire auquel l’Académie a décerné, en 1892, le grand prix des 
Sciences mathématiques. 






Tellement.dans presque toutes les questions relatives aux séries entières, et 
il en est de même, très probablement, du polygone de Newton qui, dans ce 
cas particulier, m’a servi à la définir. 

Quant aux questions posées par M. Poincaré et relatives à la conserva¬ 
tion du genre dans la dérivation ou dans les combinaisons linéaires, elles 
ne sont pas, il est vrai, résolues d’une façon tout à fait complète par les 
théorèmes dont je viens de parler, et ne sauraient, d’ailleurs, l’être par 
des méthodes de cette nature. Mais on peut dire qu’elles sont résolues en 
pratique. D’une part, en effet, les cas qui échappent aux méthodes précé¬ 
dentes sont tout exceptionnels, d’antre part, l’hésitation ne peut jamais 
être que d’une unité sur le genre cherché. 

Fonction '((s) et fonctions analogues. — Le dernier anneau de la chaîne 
de déductions commencée dans ma Thèse et continuée dans mon Mémoire 
couronné aboutit à l’éclaircissement des propriétés les plus importantes de 
la fonction Ç(î) de Riemann. 




Par la considération de cette fonction, Riemann détermine la loi asym¬ 
ptotique de fréquence des nombres premiers. Mais son raisonnement sup¬ 
pose : i° que la fonction Ç(î) a des zéros eu nombre infini; 2° que les 
modules successifs de ces zéros croissent à peu près comme nlogn; 3° que, 
dans l’expression de la fonction auxiliaire l(t) en facteurs primaires, aucun 
facteur exponentiel ne s’introduit. 

Ces propositions étant restées sans démonstration, les résultats de Rie¬ 
mann restaient complètement hypothétiques, et il n’en pouvait être recher¬ 
ché d’autres dans cette voie. De fait, aucun essai n'avait été tenté dans cet 
ordre d’idées depuis le Mémoire de Riemann, à l’exception : i° de la Note 
précédemment citée d’Halphen, qui était, en somme, un projet de re¬ 
cherches pour le cas où les postulats de Riemann seraient établis ; 2° d’une 
Note de Stieltjes, où Oe géomètre annonçait une démonstration de la réa¬ 
lité des racines de ?(t), démonstration qui n’a jamais été produite depuis. 

Or les propositions dont j’ai rappelé tout à l’heure l’énoncé ne sont 
qu’une application évidente des théorèmes généraux contenus dans mon 


Une fois ces propositions établies, la théorie analytique des nombres 
premiers put, après un arrêt de trente ans, prendre un nouvel essor; elle 
n’a cessé, depuis ce moment, de faire de rapides progrès. 

C’est ainsi que la connaissance du genre de <j(s) a permis, tout d’abord, 
à M. von Mangoldt d’établir en toute rigueur le résultat final du Mémoire 
de Riemann. Auparavant, M. Cahen avait fait un premier pas vers la solu¬ 
tion du problème posé par Halphen; mais il n’avait pu arriver complète¬ 
ment au but : il fallait, en effet, pour achever de construire d’une façon 
inattaquable le raisonnement d’Halphen, prouver encore que la fonction Ç 
n’avait pas de zéro sur la droite R(»)= i. 

J’ai pu vaincre cette dernière difficulté en 189G, pendant que M. de la 
Vallée-Poussin parvenait de son côté au même résultat. La démonstration 
que j’ai donnée est d’ailleurs de beaucoup la plus rapide et M. de la Vallée- 
Poussin l’a adoptée dans ses publications ultérieures. Elle n’utilise que les 
propriétés les plus simples de £(»), 

En même temps, j’étendais le raisonnement aux séries de Dirichlet et, 
par conséquent, déterminais la loi de distributiondes nombres premiers 
dans une progression arithmétique quelconque, puis je montrais que ce 
raisonnement s’appliquait de lui-même aux formes quadra tiques à déter¬ 
minant négatif. Les mêmes théorèmes généraux sur les fonctions entières 
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la notion simple de région attractive, où toute trajectoire doit forcément 
passer. Appliqué aux surfaces à courbure positive, il donne le théorème 

Sur Une surface à courbure partout positive, toute géodésique fermée est 
coupée une infinité de fois par toute autre géodésique. 

Le Mémoire qui contenait ces propositions fut couronné par l’Académie. 
La Commission, dans son rapport, exprima la conviction que les idées qui y 
étaient exposées se montreraient, dans ta suite, fécondes en résultats. 

J’espère avoir répondu, dans une certaine mesure, à ce vœu de la Com¬ 
mission, dans un Mémoire paru quelque temps après et qui fut également 
l’objet d’un rapport de M; Poincaré : ce Mémoire est consacré aux géodé- 
siques des surfaces à courbure négative. 

Dans ce cas, en effet, la méthode précédente donne, non plus des résul¬ 
tats partiels, mais Une solution complète (au point de vue qualitatif) de la 
question posée, pourvu qu’on lui adjoigne une considération d’une impor¬ 
tance fondamentale, celle de Xordre de connexion de la surface. 

Ici sé confirme la conclusion qui se dégage des Mémoires de M. Poin¬ 
caré, à savoir, que XAnalysis situs doit être mise à la base de la théorie des 
équations différentielles réelles, comme elle est, depuis Riemann, à la 
base de l'étude des fonctions algébriques. 

VAnalysis situs, entendue au point de vue de Riemann, apparaît ainsi- 
comme un complément nécessaire de la Géométrie analytique de Descartes, 
je veux dire de la représentation d’un continu mathématique quelconque 
par des coordonnées. Cette dernière, en effet, qui nous permet de soumettre 
à l’analyse mathématique tous les problèmes relatifs à un champ de varia¬ 
bilité continue, nous fournit une image fidèle de toute partie suffisamment 
restreinte du champ considéré; mais l’intervention de XAnalysis situs 
s’impose lorsqu’on tient à embrasser l’ensemble de ce champ. 

Si Ion tient compte, et du principe auquel je faisais allusion tout à 
l’heure (celui qui conduit à la notion de région attractive) et de la nature 
topologique de la surface, la solution du problème devient intuitive et 
s’obtient sans le moindre appareil de calcul. La marche de cette solution 
appelle toutefois quelques remarques. 

Elle repose sur la détermination de néodésiques fermées. Ainsi, confor¬ 
mément à une parole de M. Poincaré ('), les solutions périodiques se 


: la Méc 
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montrent encore une fois « la seule brèche par où nous puissions essayer 
de pénétrer dans une place réputée jusqu’ici inabordable ». On peut même 
exprimer, d’une manière plus précise, leur rôle dans la question actuelle 
en disant qu’elles constituent une sorte de système de coordonnées auquel on 
rapporte toutes les autres trajectoires. 

En effet, une fois obtenues toutes les géodésiques fermées, on leur rat¬ 
tache aisément les géodésiques asymptotiques aux premières et les géodé- 
siques qui s’en vont à l’infini (' ); puis on en déduit la forme que doivent 
présenter, si elles existent, les solutions qui ne rentrent dans aucune de ces 
trois catégories. 

Reste àsavoir si de telles solutions existent véritablement. Ici intervient 
une méthode d’une nature nouvelle et qui montre pour la première fois, 
dans une question de Géométrie, la nécessité de la théorie des ensembles 
transfinis de M. Cantor. Cette méthode consiste à compter (au sens trans¬ 
fini du mot) les géodésiques précédemment énumérées et à constater, 
qu’il n’y en a pas assez pour constituer l’ensemble total des courbes 
cherchées. 

Mais il y a plus : non seulement la théorie des ensembles tn’a seule per¬ 
mis d’arriver au but, mais la notion que l’on est ainsi conduit à mettre en 
évidence est une de celles dont la découverte a été l’un des résultats les, 
plus inattendus et les plus paradoxaux de cette théorie, à savoir : la notion 
d 'ensemble parfait non continu. Les tangentes menées, par un point de la 
surface, aux géodésiques issues de ce point et qui restent à distance finie 
forment précisément un tel ensemble. 

Par la démonstration de l’existence des géodésiques de la quatrième 
catégorie, on achève de répondre à la question posée. Cette question est la 
seule (non intégrable élémentairement) où une solution analogue à celle 
de M. Poincaré ait pu être obtenue. Il y a Heu d’espérer que ces deux 
résultats ouvriront la voie à la résolution de la question dans d’autres 
circonstances de plus en plus générales. 

D’autre part, deux conclusions ressortent de la discussion obtenue. ' 

En premier lieu, l’étude des géodésiques de surfaces très simples, c’est- 
à-dire unequestion d’un énoncé tout élémentaire, introduit les ensembles 


(*) Ces dernières dépendent de certaines géodésiques fermées'spéciales, dites lignes 
de gorge (voir Chap. II). 



parfaits et non continus. 11 faudra donc compter avec des singularités de 
cette espèce dans la discussion des équations différentielles ({).' 

Il faudra surtout admettre que l’allure des trajectoires peut dépendre 
de propriétés discontinues, arithmétiques, des constantes d’intégration. 

En second lieu, et comme conséquence, des problèmes importants 
de Mécanique, tels que celui de la stabilité du système solaire, rentrent 
peut-être dans la catégorie des questions mal posées. Si, en effet, on sub¬ 
stitue à la recherche de la stabilité du système solaire la question analogue 
relative aux géodésiques des surfaces dont nous avons parlé, on constate 
que toute trajectoire stable peut être transformée, par un changement 
infiniment petit dans les données initiales, en une trajectoire complète¬ 
ment instable, se perdant à l’infini ou, plus généralement, en une trajectoire 
présentant n’importe laquelle des formes énumérées dans la discussion 
générale : par exemple, en une trajectoire asymptotique à n’importe 
quelle géodésique fermée. Or, dans les problèmes astronomiques, les 
données initiales ne sont jamais connues que physiquement, c’est-à-diré 
avec aucune erreur que le perfectionnement des moyens d’observation 
peut diminuer, mais ne saurait annuler. Si petite qu’elle soit, cette 
erreur pourrait amener une perturbation totale et absolue dans le résultat 

Il y avait lieu, bien entendu, de chercher à étendre la méthode à des 
espaces à plus de deux dimensions. Pour cela il suffit, ainsi que je l’ai fait 
voir dans un article inséré aux Procès- Verbauoc de la Société des Sciences phy¬ 
siques et naturelles de Bordeaux (3 février 1898) de considérer la cour¬ 
bure de Riemann et de Christoffel sous un point de vue nouveau, enl’obte- 

Dans l’espace ordinaire, en effet, la courbure d’une surface réglée est, 
en général, négative et a pour maximum zéro. Les choses se passent d’une 
façon tout analogue dans une multiplicité quelconque. Supposons qu’on 
assemble les géodésiques de manière à en former des surfaces à deux di¬ 
mensions, et, parmi ces surfaces, considérons toutes celles qui passent en 
un point donné et ont, en ce point, un plan tangent donné. Leurs cour¬ 
bures seront, en général, différentes entre elles; mais elles auront un cer- 


(’) On sait que la question relative à la possibilité d’u 
s’est posée à M. Poincaré pour le cas des équations du prem: 
de genre 1 ; mais, dans ce cas, la question n’a pu être tranch 





tam maximum, lequel n’est autre que la courbure deRiemann etChris- 
toffel relative à l'a direction de plan considérée. 

Si cette courbure est essentiellement négative, les principes généraux 
qui ont été appliqués aux surfaces à courbure négative subsisteront. Je me 
réserve de développer, dans ces nouvelles conditions, les conséquences 
de ces principes; mais le loisir m’a manqué jusqu’ici pour le faire. 

Équations aux dérivées partielles. Physique mathématique. — C’est dans le 
même ordre d’idées que j’ai été conduit à m’occuper des équations aux 
dérivées partielles delà Physique mathématique. Ces équations et particu¬ 
lièrement le cas de l’Hydrodynamique, ont fait, depuis deux ans, l’objet du 
cours, actuellement en rédaction, que j’ai professé au Collège de France ; 
en outre, un article inséré au Bulletin de la Société mathématique de 
France (33), résume quelques-unes des principales conclusions auxquelles 
je suis parvenu. 

J’ai tout d’abord cherché à perfectionner la théorie que donne Hugoniot 
de la propagation des ondes. On sait que ce savant, devancé en partie par 
M. Christoffel, s’est occupé de définir et d’étudier la propagation d’un mou¬ 
vement dans un autre, et cela non seulement pour les mouvements infini¬ 
ment petits, mais pour les mouvements d’amplitude quelconque.. 

Il a, le premier, introduit explicitement la notion de compatibilité de 
deux mouvements, et en a même donné une définition précise pour le cas 
du mouvement rectiligne, Dans le cas du mouvement à trois dimensions, 
au contraire, cette notion est beaücou p moins complètement dégagée ; aussi 
l’auteur se place-t-il dès l’abord dans l’hypothèse où il y a compatibilité, 
sans rechercher les conditions pour qu’il èn soit ainsi. 

Cette lacune dans les résultats d’Hugoniot était intimement liée à deux 
autres, plus générales, qu’il était nécessaire de combler toutes deux si l’on 
voulait arriver à une intelligence claire de ces phénomènes. La première 
était l’absence de l’interprétation géométrique; la seconde et la plus impor¬ 
tante, i’absence de distinction entre les faits d’origine cinématique et les 
faits proprement dynamiques. L’éxpérience est d’accord avec la logique 
pour montrer combien cette division de la difficulté simplifie la solution 
de tous les problèmes que se pose la Mécanique; cette remarque générale 
se vérifie une fois de plus dans la question qui nous occupe en ce moment. 

Il était d’autant plus nécessaire d’élucider ces différents points que les 
ondes, telles que les considère Hugoniot, s’introduisent d’une façon géné¬ 
rale et nécessaire dans la mise en équation des problèmes relatifs à la 





Mécanique des milieux déformables. Il est impossible, sans leur interven¬ 
tion, de concilier les équations internes du mouvement avec les conditions 


La discussion de la méthode d’Hugoniot, faite au point de vue que je viens 
d’indiquer, me conduit à des résultats très simples et très nets. 

Soit un milieu mobile, que divise en deux régions i et 2, à l’instant t„, 
une surface S. Supposons, pour fixer les idées, que la discontinuité soit du 
second ordre, c’est-à-dire que, les vitesses et les autres dérivées du premier 
ordre (savoir, les dérivées des coordonnées actuelles par rapport aux 
coordonnées initiales) étant partout continues, les accélérations et les 
autres dérivées du second ordre (tout en restant continues dans 1 et 
dans 2) subissent une variation brusque lorsqu’on traverses. Les variations 
des différentes dérivées ne pourront être tout à fait quelconques; il est aisé 
de voir que, pour les connaître toutes, il suffit de se donner, en chaque 
point de S, trois vecteurs (pour le second ordre). 

Les relations ainsi obtenues ne constituent point, il faut le remarquer, 
une condition imposée à la discontinuité : elles découlent, de l’existence 


des données de la question. 

Il n’en est rien : si de nouvelles relations ne sont pas vérifiées, si les trois 
vecteurs dont nous venons de parler ont des composantes prises arbitrai¬ 
rement, l’état ainsi donné à l’instant t„ sera remplacé, aux instants voisins, 
par des états assez profondément différents du premier. On ne pourra, en 
effet (et cela au point de vue purement cinématique), concevoir aucun 
mouvement dans lequel le milieu reste divisé en deux régions seulement, 
le système des dérivées des deux premiers ordres restant continu dans 
chacune de ces régions. 

Il faut tout au moins (c’est l’hypothèse la plus simple et celle que l’on a 
le plus usuellement à envisager) supposer que, avant et après r„, la sur¬ 
face de discontinuité èst dédoublée en deux feuillets, réunis seulement à 
l’instant ï„, et entre lesquels a lieu un troisième mouvement en disconti¬ 
nuité du second ordre avec chacun des deux premiers. 

Pour que les deux mouvements donnés soient cinématiquement compa¬ 
tibles, c’est-à-dire pour que la surface de discontinuité puisse rester unique, 
il faut que les trois vecteurs précédemment introduits soient de même 
direction et en progression géométrique. La raison de celte progression 
donne la vitesse de propagation de la discontinuité. 




2° Puisqu’on ne peut étudier les mouven 
compte des discontinuités, il y a lieu de se d 
subsister les théorèmes sur le potentiel des vil 
tourbillons. La réponse est affirmative, grâce ; 
hydrodynamiques sont normales. 

L’exemple d’un problème bien voisin montn 
n’est nullement superflue : je veux parler du 
intérieur , qui me paraît extrêmement inléressi 



















Dans le cas de deux variables, en effet, l’intégrale résiduelle du problème 
mixte est beaucoup plus particulière que celle du problème de Cauchy ■ la 
première, par exemple, peut être identiquement nulle (pour certaines 
équations de Laplace), tandis que la seconde ne l’est jamais. Au contraire, 
dans le cas des ondes sphériques (quatre variables indépendantes), l’inté¬ 
grale résiduelle du problème mixte est beaucoup moins particulière que 
celle du problème de Cauchy, puisque celle-ci est identiquement nulle, 
tandis que la première ne l’est pas et est même, en général, de forme très 


Les considérations que j’ai développées dans ce qui précède me permet¬ 
tront d’être bref sur les points dont je viens de parler et d’insister seule¬ 
ment sur les travaux dont il n’a pas été question jusqu’ici (') et sur les 
remarques que j’ai dû passer sous silence. 


(*) J’atlirë, en particulier, l'attention du lecteur sur les n° s 35, 56, 57, Cliap. III. 




CHAPITRE PREMIER. 


Série de Taylor. — 1. Sur le rayon de convergence des séries ordonnées suivant les 
puissances d’une variable ( Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 23 jan- 

2. Sur la recherche des discontinuités polaires {Ibid., 8 avril 1889). 

3. Essai sur l’étude des fonctions données parleur développement de Taylor. Thèse de 

Doctorat de la Faculté des Sciences {Journal de Mathématiques, 4° série, 
t. VIII; 1892). 

k. Théorème sur les séries entières {Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
8 mars 1897). 

o. Sur les séries entières {Procès-Verbaux de la Soc. Sc. phys. et nal. Bordeaux, 
3 juin .897). 

<5. Théorème sur les séries entières {Acta mathematica, t. XXII; 1898). 

7. La série de Taylor et son prolongement analytique (collection Scientia). Paris, 
Carré et Naud, 1901. 

la forme e 01 *' {Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 9 mai 1892). 

9. Étude sur les propriétés des fonctions entières et en particulier d’une fonction 

considérée par Kiemann. Mémoire couronné par l’Académie des Sciences (Grand 
Prix dts Sciences Mathématiques, 1892) {Journal de Liouville, 4 e série, t. IX; 

i 8 9 3). 

10. Sur les fonctions entières {Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 

11. Sur les zéros de la fonction Ç(s) de Riemann {Ibid., 22 juin 1896). 

12. Sur la fonction £(s) {Ibid., i3 juillet 1896). 

13. Sur les fonctions entières {Bulletin de la Soc. Math, de France, Séance du 

1 0P juillet 1896). 

V*. Sur la distribution des zéros de la fonction Ç(s) et ses conséquences arithmé¬ 
tiques { 'Bulletin de la Soc. Math, de France, t. XXIV; 1896). 

13. Sur les séries de Dirichlet {Procès-Verbaux de la Soc. Sc. phys. et nal. Bor¬ 
deaux, 18 février 1897). 

Série de Taylor. 

Mes premières recherches sur la série de Taylor ont paru dans deux 
Noies (1,2) présentées à l’Académie des Sciences en 1888-1889, et dans 
ma Thèse (3). 










espèce qui avaient été formées avant moi (celle (le M. Fredholm exceptée), 
j’ai constaté la possibilité d’établir la propriété demandée par un raison¬ 
nement très élémentaire et d’une telle simplicité qu’on peut s’étonner de 
ne pas l’avoir vu présenter dès l’abord (' ); ce raisonnement est fondé sur 
cette circonstance, que les exposants des termes qui figurent dans ces 
séries ont des facteurs communs, de plus en plus nombreux à mesure 
qu’on s’éloigne dans la série. 

Mais la facilité de cette déduction ne doit pas nous faire oublier la véri¬ 
table cause du résultat : pour que le cercle de convergence d’une série 
de Maelaurin soit une coupure, il n’est nullement nécessaire que les expo¬ 
sants des termes non nuis aient des diviseurs communs : il suffit que ces 
exposants, au lieu de se suivre immédiatement, offrent des lacunes dont 
l’étendue augmente indéfiniment (avec une rapidité Suffisante) (*)j 

Les propositions établies dans cette première partie de mon travail sont 
de nature tout à fait générale ( 3 ) : chacune d’elles est susceptible de 
mettre en évidence des singularités des espèces les plus diverses. Dans la 
suite, au contraire, je me place au point de vue opposé, en faisant a prion 
des hypothèses restrictives sur la nature des singularités cherchées. La 
méthode à employer, dans ces conditions, m’était fournie par le travail de 
M. Darboux intitulé : Mémoire sur l'approximation des fonctions de très 
grands nombres et sur une classe étendue de développements en série, et dans 
lequel sont précisément étudiées les relations entre les singularités d’une 
fonction et les coefficients de la série qui la représente. Seulement, le point 
de vue était inverse, M. Darboux ayant toujours considéré des fonctions 
dont les singularités étaient entièrement données à l’avance (afin d’en 
déduire la valeur asymptotique des coefficients), alors que je me plaçais 
dans l’hypothèse contraire. 

Si, prenant tout d’abord le cas le plus simple, on veut exprimer qu’une 












Fonction 


Du théorème relatif au rayon de convergence d’une série entière découle 
cette conséquence : la condition nécessaire et suffisante pour qu’une série 
de Maclaurin représente une fonction entière est que la racine m“"“ du coeffi¬ 
cient de x m tende vers o. 

Les propriétés les plus importantes de la fonction entière sont liées à la 
plus ou moins grande rapidité avec laquelle a lieu celte décroissance des 
coefficients. L’étude de ces propriétés consiste tout d’abord dans l’établis¬ 
sement de relations entre cette loi de décroissance et les deux éléments 
suivants : 

i° L’ordre de grandeur du module maximum de la fonction pour les 
grandes valeurs du module de la variable ; 

2° la distribution des zéros et la valeur du genre, laquelle est étroite¬ 
ment liée à cette distribution. 

Une partie de ces relations avait été établie dans le Mémoire cité de 
M. Poincaré : une limite supérieure des coefficients successifs avait pu 
être trouvée, connaissant l’une ou l’autre des deux lois qui viennent d’être 
énumérées. Mais on n’avait pas pu, depuis ce moment, obtenir les réci¬ 
proques, c’est-à-dire déduire d’une limite supérieure supposée connue pour 
chaque coefficient les conséquences qui en découlent, d’une part quant à 
l’ordre de grandeur de la fonction elle-même, d’autre part quant à la dis¬ 
tribution de ses zéros. 

C’est à l’établissement de ces conséquences qu’est principalement con¬ 
sacré le Mémoire couronné par l’Académie en 1892 et publié en 1893 au 
Journal de Mathématiques. J’ai ensuite précisé les premières dans la 
Note ( 13 ) insérée au Bulletin de la Société Mathématique de France et dont 
j’ai également parlé dans l’Introduction. 

Quant aux zéros, les résultats contenus dans ma Thèse fournissaient 
aisément à leur égard cette conclusion simple : La loi de croissance des 
racines de la fonction entière ^ a m x m est au moins aussi rapide que celle des 
quantités^- 

Pour étudier le facteur exponentiel, de nouvelles déductions ont, au 

démontrer, avec une extrême simplicité, le théorème de M. Picard sur les 
fonctions entières, pour toutes les fonctions de genre fini. La démonstra- 
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lion ainsi donnée s’étend d’elle-même, moyennant une restriction ana¬ 
logue, au théorème plus général du même auteur sur le point essentiel, 
ainsi que je l’ai montré depuis (10). 

On sait que mon Mémoire de 1893 a été le point de départ des si impor¬ 
tants travaux de M. Borel, consacrés à la démonstration du premier théo¬ 
rème de M. Picard sans restriction, et aussi de ceux de MM. Schou et 
Jensen. Outre les applications à la fonction ((s) et aux fonctions ana¬ 
logues, dont il me reste à parler, la proposition fondamentale de ce 
Mémoire a été utilisée par M. Poincaré dans une question relative aux 
déterminants infinis qui s’introduisent en Astronomie (Les méthodes nou¬ 
velles de la Mécanique célestej t. II). 

Applications arithmétiques. 

I.a détermination du genre de la fonction Ç( s) — et c’était d’ailleurs 
l’objet même de la question posée par l’Académie — était nécessaire pour 
l’éclaircissement des points principaux du Mémoire principal de Riemann 
Sur le nombre des nombres premiers inférieurs à une grandeur donnée. 
Cette détermination, qui avait été jusque-là cherchée en vain, s’effectue 
sans aucune difficulté à l’aide des principes précédemment établis sur les 
fonctions entières. Aussi M. von Mangoldt put-il peu après établir avec 
une entière rigueur les résultats énoncés par Riemann. 

Un seul point restait à élucider : la question de savoir si, conformément à 
une assertion émise, en passant, par ce grand géomètre, les racines imagi¬ 
naires de l’équation £(î) = o sont toutes de la forme j + ti, t étant réel. 
Cette question n’a pas encore reçu de réponse décisive (le Mémoire dans 
lequel M. Jensen annonce qu’il donnera ce résultat n’ayant pas encore 
paru); mais j’ai pu en 1896 (H, 12,14) établir que la partie réelledes racines 
dont il s’agit, laquelle n’est évidemment pas supérieure à l’unité, ne peut 
non plus, pour aucune d’elles, être égale à 1. Or ce résultat suffit pour éta¬ 
blir les principales lois asymptotiques de la théorie des nombres premiers, 
de même que le résultat complet de Riemann conduirait à montrer (') que 
ces lois sont vraies à une erreur près, laquelle n’est pas seulement d’ordre 
inférieur à celui de la quantité considérée x, mais est tout au plus compa¬ 
rable à <fæ. 









De plus le mode de démonstration que j’emploie n’utilise que les pro¬ 
priétés les plus simples de la fonction Ç(»), Il en résulte que ce mode de 
démonstration s’étend sans grande difficulté aux séries analogues qui ont 
été utilisées dans la théorie des nombres. J’ai fait voir en particulier, dans 
le même travail, qu’il s’applique aux séries qui servent à étudier la distri¬ 
bution des nombres premiers représentables soit par une forme linéaire 
(séries de Dirichlet) (*), soit par une forme quadratique définie. 

M. de la Vallée-Poussin parvenait en même temps au même résultat, mais 
par uue voie moins rapide. Depuis, ce savant(tout en simplifiant son Ana¬ 
lyse par l’emploi du mode de raisonnement que j’avais indiqué) a étendu 
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CHAPITRE II. 


Lignes géodésiques et trajectoires réelles de la Dynamique. - 16 . Une propriété 
des mouvements sur une surface ( Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. CXXII, p. 983; 9 mai 1896). 

17 . Une propriété des mouvements sur une surface ( Procès-Verbaux Soc. Sc. Phys. 

et Nat. Bordeaux, 3 o avril 1896). 

18 . Sur l’instabilité de l’équilibre {Ibid., 21 mai 1896). 

19 . Sur les lignes géodésiques des surfaces à courbures opposées {Ibid., 4 mars 1897 ). 

20 . Sur les lignes géodésiques des surfaces à courbures opposées {Comptes rendus de 

l’Académie des Sciences, 28 juin 1897). 

21 . Sur les lignes géodésiques {Procès- Verbaux Soc. Sc.Phys. et Nat. Bordeaux, 

17 juin 1897). 

22 . Sur les lignes géodésiques {Procès-Verbaux Soc. Sc. Phys, et Nat. Bordeaux, 

I er juillet 1897). 

23 . Sur une surface à courbures opposées {Ibid., 22 juillet 1897). 

2 ’i. Sur certaines propriétés des trajectoires en Dynamique. Mémoire couronné par 
l’A.cadémie des Sciences (Prix. Bordin, 1896) {Journal de Mathématiques, 

. 5 ° série, t. III; 1897®® 

25 . Les surfaces à courbures opposées et leurs lignes géodésiques {Ibid., 5 ® série, 
^ ^ t. IV; 1898). ^ ^ 1 d d d ‘ ■ {P è V b 

Soc. Sc. Phys, et Nat. Bordeaux, 3 février 1898). 

27 . Sur le billard non euclidien {Ibid., 5 mai 1898). 

23 . Sur la forme des géodésiques à l’infini et sur les géodésiques des surfaces réglées 
du second ordre {Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXVI; 
1898). 

29 . Sur les intégrales d’un système d’équations différentielles ordinaires, considérées 
comme fonctions des données initiales {Ibid., 17 janvier 1900). 

Équations aux dérivées partielles et Physique mathématique. — 30 . Les Invariants 
intégraux et l’Optique {Comptes rendus de l’Acad. des Sciences, i 4 mars 
■ 898). 

31 . Sur l’intégrale résiduelle {Bulletin de la Société mathématique de France, 

t. XXVIII, p. 69 à 90; 1900). 

32 . Sur les équations aux dérivées partielles à caractéristiques réelles {Congrès in- 

33 . Sur la propagation des ondes {Bulletin de la Société mathématique de France, 

t. XXIX; 1901). 
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Équations différentielles réelles et trajectoires de la Dynamique. 

On peut considérer comme pratiquement épuisée la liste des systèmes 
d’équations différentielles qui peuvent s’intégrer, au sens élémentaire du 
mot, c’est-à-dire par une combinaison finie des symboles actuellement en 
usage en Analyse. 

Il faut donc se résigner à obtenir isolément, par l’étude directe du pro¬ 
blème, les renseignements que l’intégration complète aurait fournis d’un 
seul coup. Les recherches, à cet égard, peuvent être poursuivies dans 
trois directions différentes : 

i° L’étude analytique de la solution, en supposant que les fonctions 
cherchées soient analytiques; . 

2° L’intégration quantitative, au sens de M. Painlevé, c’est-à-dire la 
formation de séries permettant de calculer numériquement les fonctions 
cherchées, dans tout le domaine où elles existent; 

3“ L’étude qualitative des courbes cherchées, c’est-à-dire la discussion 
générale des formes qu’elles présentent. Le problème de la stabilité du 
système solaire est, par exemple, un problème qualitatif. 

Ce dernier point de vue, qui, indépendamment de son importance 
propre, intervient forcément dans les recherches relatives aux deux pré¬ 
cédents (*), est celui sous lequel nos connaissances sur les équations 
différentielles sont les moins a vancées. Les méthodes classiques permettent 
de suivre une trajectoire dans une région suffisamment restreinte entou¬ 
rant son point d’origine et nous renseignent, dans les mêmes conditions, 
sur la régularité de cette trajectoire et sur la manière dont elle dépend des 
données initiales ( ! ); elles ne nous disent pas ce que la courbe en ques¬ 
tion devient dans l’ensemble de son parcours, lorsque la variable indé¬ 
pendante prend la série complète de ses valeurs jusqu’à H-oo. 

Cètte insuffisance est dans la nature des choses, comme le montre l’in¬ 
spection même des résultats trouvés par d’autres méthodes, lorsqu’on a pù 


solution cherchée sera nécessairement guidé par la considération de l’allure de cette 
solution ; c’est, on le sait, ce que montre avec évidence l’histoire récente de la Méca- 

(*) On sait que ce point a été élucidé, dans le cas du domaine réel, par MM. Ben- 
dixson et Picard. J’ai ensuite (29) donné du même théorème une démonstration qui 
offre l’avantage d’une extrême simplicité. 








en obtenir. C’est ce qui, en 1896, n’avait pu être fait complètement que 
dans un seul cas (en dehors des équations intégrables élémentairement ou 
linéaires). Celui des équations du premier ordre et du premier degré traité 
par M. Poincaré en 1881. On avait vu alors s’introduire d’une manière né¬ 
cessaire, un élément complètement négligé jusqu’alors dans la question : 
la connexion de la variété sur laquelle l’équation différentielle est consi¬ 


dérée. 











rait de ces considérations, en les appliquant à ce problème particulière). 
Le cas général lui-même avait été traité par M. Liapounoff dès 1892. 
Seulement, le Travail de M. Liapounoff n’avait été publié qu’en langue 
russe et ne fut connu en France qu’au moment où son Auteur en adressa 
un résumé au Journal de Mathématiques, c’est-à-dire quelque temps après 
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tàines trajecloires exceptionnelles, toutes les autres jouissent de la stabi¬ 
lité à la Poisson, c’est-à-dire repassent un nombre indéfini de fois dans le 
voisinage indéfiniment rapproché d’un quelconque de leurs points. Toute¬ 
fois, la conclusion qui résulte du raisonnement de M. Poincaré n’est pas 
absolument identique à celle que je viens d’énoncer. Il ressort seulement 
de ce raisonnement que, s étant un nombre donné quelconque, les trajec¬ 
loires qui ne passent pas un nombre indéfini de foisà une distance moindre 
que s de leur point d’origine Sont exceptionnelles. Cette conclusion ne 
serait pas, à la rigueur, incompatible avec celle-ci que, parmi les trajec¬ 
toires restantes, aucune ne possédât la stabilité à la Poisson. J ai pu aisé¬ 
ment remanier le raisonnement à ce point de vue; j’ai même été un peu plus 
loin en cherchant la rapidité avec laquelle une trajectoire quelconque (non 
exceptionnelle) se rapproche de sa position primitive : j’ai montré que la 
distance minima entre un arc déterminé de trajectoire et un des arcs qui 
le suivent pendant un temps T, décroît au moins comme -j= (si la trajec¬ 
toire n’est pas exceptionnelle) ( 1 ). 

J’arrive au cas des surfaces à courbure négative. Ici, les mêmes principes, 
joints aux considérations A’Analysis situs auxquelles il est fait allusion dans 
l’Introduction, conduisent, d’une manière entièrement intuitive, à une dis¬ 
cussion complète des courbes cherchées ( 2 ). 

Celles-ci se répartissent en quatre catégories : 

i° Géodésiques fermées; 

a 0 Géodésiques asymptotiques aux géodésiques fermées (*); 

3» Géodésiques qui s’en vont à l’infini; 

4“ Géodésiques qui s’approchent d’une géodésique fermée déterminée 
en s’enroulant autour d’elle (comme le ferait une asymptotique), mais qui 
abandonnent ensuite cette ligne pour se rapprocher (plus étroitement et 


(' ) je me place, pour fixer les idées, dans le cas où le nombre des degrés de liberté 
est égal à a. 

seul autre cas où l’on ait pu en établir une, celui des équations du premier ordre et 
du premier degré. Pour ces dernières, en effet, le nombre des cycles limites est en 
général inconnu, au lieu que lès géodésiques fermées de nos surfaces, tout en étant en 

respondre d’une manière univoque à une suite déterminée de symboles numériques. 

( <) Un examen plus approfondi de la question conduit à réunir en une seule classe 
une géodésique fermée et ses différentes asymptotiques. 








pendant un temps plus long) d’une autre géodésique fermée; et ainsi de 
siiite indéfiniment. 

' Je n’insiste pas, l’ayant déjà fait dans l’Introduction, sur le mode de 
démonstration par lequel s’établit l’existence des lignes de cette dernière 
catégorie, et qui m’a conduit à reconnaître, dans les géodésiques qui 
restent à distance finie, la disposition assez étrange désignée (d’après la 
terminologie générale de M. Cantor) sous le nom A’ensemble parfait non 
continu. Les résultats précédents appellent d’ailleurs plusieurs autres 
remarques relativement auxquelles je renvoie également à l’Introduction. 

Dans un travail ultérieur (28), les résultats précédents sont complétés par 
une étude plus approfondie des géodésiques qui s’en vont à l’infini. J’avais 
déjà démontré que ces lignes s’éloignent régulièrement, c’est-à-dire sans 
alternative de retour à distance finie; d’une manière plus précise, chaque 
nappe infinie d’ünè surface à courbures opposées peut être, sauf dans un 
cas singulier, celui des nappes non évasées ('), considérée comme limitée 
par une certaine ligne fermée dite ligne de gorge (parce qu’elle se réduit à 
l’ellipse de gorge dans le cas de l’hyperboloïde réglé) et possédant la pro¬ 
priété suivante : une géodésique qui traverse la ligne de gorge pour péné¬ 
trer dans la nappe infinie ne peut plus traverser cette ligne en sens inverse; 
elle s’éloigne indéfiniment sur la nappe infinie, de manière que sa distance 
à la ligne de gorge aille constamment en croissant. 

J’ai cherché à étudier de plus près ce que deviennent les géodésiques 
qui s’éloignent ainsi à l’infini. Soient L une telle géodésique, M un quel¬ 
conque de ses points; du point M abaissons sur la ligne de gorge une géo¬ 
désique normale. Lorsque M s’éloignera indéfiniment sur la trajectoire L, 
Cette géodésique normale tendra vers une position limite déterminée. 

La géodésique L, lieu du point M, pourra d’ailleurs tourner une ou 
plusieurs fois autour de la nappe infinie; si la courbure totale de celle-ci 
(autrement dit l’aire de sa représentation sphérique) est supérieure à ï, 
il existe des géodésiques qui ne font point le tour de la nappe. Dans le cas 
contraire, il y a un minimum au-dessous duquel le nombre des tours ne 
peut s’abaisser. 

Dans le même travail, je me suis occupé de vérifier, sur le cas élémen¬ 
taire des quadriques réglées, quelques-uns des théorèmes généraux que 
j’avais démontrés sur la disposition des géodésiques. Celte vérification 


rès, p. 3 9 . 

















plan ne peut être tout entière d'un même côté de ce plan (par conséquent 
encore, un plan ne peut couper une portion finie de surface à courbures op¬ 
posées sans séparer en deux parties le contour qui la limite). 

Cette proposition impose à la forme des surfaces à courbures opposées 
des conditions assez précises; elle semble capable de rendre des services 
dans plusieurs questions analogues : c’est ainsi qu’elle a joué depuis un 
rôle important dans les curieuses recherches par lesquelles MM. Min- 
kowski et Liebmann ont démontré l’impossibilité de déformer la sphère et 
celle de déformer infinitésimalement les surfaces convexes. 

La même proposition trouve encore son application dans l’étude d’une 
forme particulière que peuvent présenter les nappes infinies des surfaces 
à courbures opposées. 

Dans le cas que l’on doit considérer comme général, une ligne fermée a 
tracée autour de la nappe a nécessairement une longueur indéfiniment 
croissante à mesure qu’elle s’éloigne. Mais le contraire peut se présenter; 
la nappe infinie est alors dite non évasée. La proposition précédemment 
énoncée montre qu’une telle nappe a en général un cylindre asymptote et 
que la courbure géodésique totale de la ligne X tend vers zéro lorsque 
cette ligne s'éloigne indéfiniment (‘)i 

Dans l’étude dés géodésiques, le cas des nappes non évasées constitue 
une sorte de cas singulier ou de cas limite offrant des difficultés spéciales 
un peu analogues à celles qu’introduit la présence d’une racine double de 
l’équation en s dans la réduction des substitutions linéaires. 

Les surfaces à courbures opposées connues jusqu’alors étaient toutes à 
connexion simple ou double. Or, les résultats relatifs aux géodésiques. ne 
prennent leur forme la plus remarquable que quand l’ordre de connexion 
est supérieur à deux. Il importait, par conséquent, de montrer l’existence 
de surfaces régulières à courbure négative, à connexion plus ou moins 
élevée et à nappes infinies toutes évasées. Divers procédés, sur lesquels je 
n’insisterai pas, permettent de former de telles surfaces. 

Les résultats dont j’ai parlé jusqu’ici peuvent être continués dans 
diverses directions. Entraîné par d’autres recherches, je me suis contenté 
de signaler sommairement (26, 27) deux de ces extensions. L’une d’elles 


( 1 ) La démonstration donnée de ce dernier fait dans mon Mémoire ( 23, p. 37 ) est 
soumise à quelques restrictions; j’ai, dans mon enseignement au Collège de France 
(1897-1898), démontré la même proposition en toute généralité. 





est mentionnée dans l’Introduction (p.. i4)i c’est celle qui est relative au 
cas de plusieurs variables. 

La seconde vise spécialement les géodésiques de la quatrième catégorie. 
Étant donnée une telle géodésique, il y aurait lieu d’examiner la loi suivant 
laquelle se succèdent les géodésiques fermées dont elle se rapproche suc¬ 
cessivement. Mais cette recherche serait très ardue si l’on n’était mis sur 
la voie de la loi cherchée par l’examen d’un cas où les géodésiques soient 
connues. Il semble, au premier abord, que les cas où l’intégration peut 
s’effectuer ne puissent jamais offrir les dispositions compliquées dont nous 
avons parlé plus haut. Il existe cependant un exemple de cette espèce, 
lequel est fourni par certaines multiplicités liées à la théorie des groupes 
fuchsiens (' ) : on peut alors obtenir aisément la loi de succession deman¬ 
dée. Il resterait à savoir si la loi ainsi trouvée peut s’étendre au cas gé¬ 
néral. 

Équations aux dérivées partielles. Physique mathématique. 

Un autre sujet de recherches que j’ai simplement indiqué jusqu’ici, mais 
que je compte développer un jour, est mentionné dans une courte Note (30) 
sur les Invariants intégraux et l’Optique. 

La théorie des invariants intégraux de M. Poincaré reçoit, dans ce Tra¬ 
vail, une application assez différente de toutes celles qui en ont été four¬ 
nies jusqu’à présent. On sait que l’un des problèmes fondamentaux de 
l’Optique géométrique est le suivant, posé par M. Bruns ( ! ) : 

Trouver les lois de correspondance entre rayons lumineux qui peuvent être 
obtenues par une série de réflexions et die réfractions. 

En particulier, M. Bruns établit qu’une telle correspondance ne peut 
être ponctuelle (autrement dit aplanétique, dans la terminologie des physi¬ 
ciens) sans se réduire à une similitude. Il semblait bien probable, a priori, 
que le rapport de similitude dût alors nécessairement être égal à i; mais 
cela ne résultait pas du raisonnement de M. Bruns. Or c’est ce que la 
théorie des invariants intégraux permet de démontrer aisément. 


(') On sait que cette théorie avait depuis longtemps conduit M. Poincaré à l’intro¬ 
duction des ensembles parfaits non continus. La considération des multiplicités dont 
nous parlons conduit à considérer les ensembles ainsi trouvés par M. Poincaré comme 
un cas particulier de ceux que nous avons rencontrés dans ce qui précède. 

Gesellsch., t. XXI; 1895). 
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Y, z seuls, coupe le cône caractéristique qui a pour sommet l’un quelconque 
de ses points, on obtient encore, par les formules de Kirchhoff, les valeurs 
de la solution s’il en existe une; mais la synthèse est impossible et, défait, 
une seconde série de formules, également établies par Kirchhoff, montre 
qu’il y a une infinité de conditions de possibilité. 

Le cas de Kirehhofï ne correspond pas aux conditions ordinaires du 
problème de Cauchy, car l’équation F(æ, y, z) = o de la multiplicité initiale 
est supposée représenter une surface fermée. Prenons donc le cas où la 
surface F (ar, y, z) = o est ouverte : soit, pour fixer les idées, F = x. Cette 
fois, les formules de Kirehhofï ne donnent aucun résultat. Mais si l’on 
prend les données initiales indépendantes de (, on voit immédiatement que 
le problème est nécessairement, dans le cas général, soit impossible, soit 
indéterminé. 

Il est un peu plus difficile de décider d’une manière rigoureuse entre 
ces deux dernières hypothèses ; autrement dit, déjuger si l’équation 
d*V ,/d'V d‘\ à , \\ 

admet une intégrale ( non analytique ) telle que V ët ^ soient nuis pour x = o. 
On y parvient (') en ramenant la question à la suivante : Existe-t-il une 
fonction U, non identiquement nulle, telle que les intégrales j*XJ dS et J'^dS 
s annulent toutes deux lorsqu'on les étend à la surface de n importe quelle 
sphère ayant son centre dans le plan x = o? — Question qui se résout par la 
négative. Il est donc établi que le problème de Cauchy, dans les conditions 
qui viennent d’être indiquées, est, en général, impossible, tout comme si 
l’équation était à caractéristiques imaginaires. 

On observera qu’il y a là à la fois une analogie et une différence avec ce 
qui se passe pour le cas de deux variables indépendantes, dans lequel, 
étant donnée une équation aux dérivées partielles du second ordre à carac- 
téristiques réelles et distinctes, et une courbe qui est coupée par les ca¬ 
ractéristiques de l’un des systèmes en deux points, on peut ( 2 ) Se donner 











On peut d’ailleurs espérer arriver, par cette voie, à un résultat analogue 
pour les équations à trois variables, en combinant la méthode précédente 
avec celle qu’a indiquée récemment M. Fredholm. 

Si maintenant nous passons au cas des caractéristiques réelles (le 
nombre des variables étant de nouveau supposé égal à deux) ('), il est 
clair que la forme d’intégrale qui correspond à celle qu’a considérée 
M. Picard sera 

« = Plog[(*-*.)(y-y t )J+Q, 

La détermination de la fonction P résulte évidemment des considéra¬ 
tions rappelées tout à l’heure. Or cette détermination conduit à la consé¬ 
quence suivante : La fonction P nesl autre que la fonction fondamentale de 

entre cette dernière et les fonctions qui remplissent le même relie pour le 
cas des caractéristiques imaginaires. 







CHAPITRE III. 









colonne , S a la somme analogue pour la seconde. .S*, .... la somme des 
carrés des modules des éléments de la colonne de rang k. Le module du déter¬ 
minant est au plus égal à y/S ,. S a ... S„. 

La question ainsi résolue paraissait offrir une certaine difficulté èt, 
d’autre part, ne peut manquer de se présenter dans les recherches mo¬ 
dernes où les déterminants d’ordre quelconque jouent un Si grand rôle. 
En fait, sa solution a été employée depuis dans plusieurs travaux, entre 
autres dans un Mémoire publié récemment par M. Fredholm sur le pro¬ 
blème de Dirichlet. L’analyse de M. Fredholm repose sur l’introduction 
d’une certaine fonction développée en série de Maclaurin et sur le fait que 
celte fonction est entière; or on démontre ce dernier fait en appliquant le 
théorème précédent aux coefficients, lesquels contiennent des détermi¬ 
nants d’ordre de plus en plus élevés. 

36, 37, 39, 40. La méthode des fonctions symétriques permet d’opérer 
l’élimination de n inconnues entre re + i équations algébriques. Dans 
cette méthode, les calculs à effectuer varient avec l’ordre dans lequel on 
considère les équations données. Quelle influence cet ordre a-t-il sur le 
résultant obtenu? J’ai constaté que celui-ci ne peut être modifié quequant 
au signe, la conservation ou le changement de ce signe dépendant des 
degrés des équations données et de la nature de la permutation. 

Outre son intérêt théorique évident, cette remarque a un certain nombre 
d’applications. Non seulement, en effet, elle permet d’évaluer les produits 
de la forme n R(a;,, y,) (R étant une fraction rationnelle), étendus aux 
points Xi , yi où se coupent deux courbes algébriques données, produits 
qui interviennent dans des théorèmes tels que ceux de Laguerre (Comptes 
rendus, t. LX, p. 71-73) et d’EUing Holst (Math. Annalen, t. XI); mais en¬ 
core, moyennant un artifice simple, elle donne également, dans les mêmes 
conditions, les sommes yd- 0° en déduit aisément l’expression 

des sommes d’intégrales qui font l’objet du théorème d’Abel. On retrouve 
ainsi, par une voie purement algébrique et élémentaire, les théorèmes 
établis à l’aide des fonctions fuchsiennes par leur auteur, M. Humbert, et 
à l’aide des fonctions abéliennes par MM. Appell et Goursat. 

D’autre part, j’ai en même temps étudié la représentation symbolique 
du résultant, et, par là, j’ai été amené à considérer la théorie des formes 
sous un point de vue particulier : celui des résultats indépendants du 
nombre des variables. 11 est clair-que, sous ce point de vue, les facteurs 












nombre triplement infini, on retombe sur l’espace c 
té d’autres éléments linéaires possédan 
mbre doublement infini, de manière q 
une telle surface, et une seule. 

>n de la cubique telle que le réseau de 
rec un réseau de coniques donné. Les ider 
irème simple sur trois coniques quelconq 

Analyse. 

théorèmes généraux de Du Bois-Reymon 
m’ont permisde généraliser un théorèmi 
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minant (Stieltjes, 1888), d’une origine unique, l’intégrale qui résulte 
immédiatement du théorème d’Abel. 

51. Un problème résolu parM. Picard, dans des recherches bien connues 
{Journalde Mathématiques, 4' série, t. VIII; 1892) conduit à considérer les 
différents sous-groupes du groupe formé par les transformations qui lient 
les éléments infinitésimaux du premier et du second ordre, dans une trans¬ 
formation ponctuelle quelconque. 

Une question intéressant les transformations de l’espace conduit de 
même à rechercher les sous-groupes distingués du même groupe. 


Mécanique. 

J’insisterai avant tout sur les travaux 53, 56, 37, relatifs aux mouvements 
de roulement. 

Ces sortes de mouvements soulèvent, comme on sait, une grave diffi¬ 
culté de Mécanique analytique. En effet, les liaisons de roulement, se tra¬ 
duisant par des équations infinitésimales non intégrables, 11e peuvent être 
employées qu’avec certaines précautions dans la formation des équations 
de Lagrange: on ne peut, en particulier, les employer pour transformer 
l'expression de la force vive, ainsi qu’on fait pour les équations en termes 
finis qui expriment les liaisons ordinaires. 

J’ai cherché dans quelle mesure cette difficulté pouvait être tournée, et 
je suis arrivé à cette conclusion très simple que, lorsque les liaisons intro¬ 
duites dans un problème de Mécanique s’expriment par des équations aux 
différentielles totales, certaines de ces équations (ou certaines de leurs 
combinaisons) peuvenlêtre employées sans aucune précaution, comme les 
équations en termes finis. C’est ainsi que, dans le roulement d’une courbe 
sur une surface, on peut traiter comme une équation en termes finis 
l’équation qui exprime l’absence de glissement longitudinal. 

Outre son utilité en Mécanique, la formation des combinaisons dont je 
viens de parler présente une particularité analytique digne d’attention. On 
sait que, pour intégrer un système linéaire aux dérivées partielles du pre¬ 
mier ordre à une seule fonction inconnue (équivalent, comme il est bien 
connu, à un système d’équations linéaires aux différentielles totales), il 
convient tout d’abord de le rendre complet, ce qui se fait par l’application 
répétée de l’algorithme introduit par Poisson et considéré par Jacobi, Lie 
et Mavcr : algorithme dont les propriétés d’invariance jouent un rôle fon- 










62, 63. J’ai publié, dans la collection d’Ouvrages édités sous la direc¬ 
tion de M. Darboux, un Traité de Géométrie. Sans insister longuement 
sur cet Ouvrage, d’un caractère tout élémentaire, je dirai quelques mots 
d’une Note insérée à la fin du premier Volume et consacrée à la Méthode 
en Géométrie. Je me suis efforcé de dégager, en ce qu’ils ont de plus 
général, les principes nécessaires de la recherche mathématique. Tout en 
étant exposés pour l’usage des commençants, ces principes, ainsi que l’ex¬ 
périence le démontre, conservent tonte leur valeur dans des recherches 
plus élevées. 

Je signalerai, dans le second Volume, une espèce particulière de Géo¬ 
métrie (qu’on pourrait appeler hyperbolique, si ce nom n’était souvent 
donné à la Géométrie de Lobatschewsky) à laquelle j’ai été amené par une 
question relative au mouvement rectiligne des gaz (voir Chap. Il, p. 43) 
et qui est caractérisée par cette circonstance qu’un côté d’un triangle est 
toujours plus grand que la somme des deux autres ('). 


(') Dans un autre ordre d’idées, je signalerai ici une remarque que j’ai développée 
à plusieurs reprises dans mon enseignement : 

On sait que Weierstr.ass a montré l’insuffisance du raisonnement indiqué par 
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64. I à,N oie sur. Vinduction et la généralisation en Mathématiques a pour 
objet une remarque què plusieurs des travaux publiés dans ces dernières 
années mettent en évidence et dont les recherches sur les géodésiques 
mentionnées au Chapitre II (p. 36-4o) fournissent également une applica¬ 
tion. On avait, en effet, précédemment intégré l’équation des géodésiques 
pour plusieurs espèces de surfaces à courbures opposées, et l ! on n’avait, 
sur aucune d’elles, rencontré les dispositions remarquables que nous avons 
décrites au Chapitre II : ces surfaces étaient toutes à connexion simple ou 
double. Rien, dans les cas déjà traités, ne faisait donc prévoir la compli¬ 
cation qui devait se présenter dans d’autres cas. 


de ces questions. On peut cependant s’étonner que l’existence d’autres exemples de 
même espèce, mais beaucoup plus simples et plus naturels, n’aitpas été remarquée. 
Considérons, pour fixer les idées, le problème de la ligne la plus courte entre deux 
points A, B : dans ce cas, le minimum existe. Mais si, maintenant, nous demandons 
la plus courte parmi celles qui joignéntlés deux points A, B, et qui ont en ces points 

exemple, des arcs de coniques) satisfaisant aux conditions imposées et dont la lon¬ 
gueur excédera d’aussi peu qu’on voudra celle de la droite AB. Ainsi, cette fois, le 
minimum ne sera pas atteint, et cela dans une question que rien ne distingue, 
a priori, de celles qui admettent une solution (surtout si l’on songe que l’on pour¬ 
rait, au contraire, se donner les tangentes en A et B, si l’intégrale dont on cherche le 
minimum renfermait des dérivées du second ordre). 

Au reste, on peut se rapprocher encore plus du problème de Dirichlet lui-même, 
en se demandant quelle est la plus petite valeur de l’intégrale 


étendue à un volume S sur la frontière duquel V et ^ doivent avoir des valeurs 

fonction harmonique V 0 qui prend sur la frontière les valeurs V données. Si F = o 
désigne l'équation de la frontière, <p, une fonction quelconque satisfaisant, sur celte 
frontière, aux conditions données ^tant pour V que pour la fonction 


donnera à l’intégrale considérée une valeur aussi voisine que l’on voudra de ce mini¬ 
mum, pour X suffisamment petit. 






